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Cálculo de raízes 

Método Gráfico

Pode ser de enorme utilidade o uso de um gráfico, ou de uma tabela, para se estimar a provável posição de uma raiz.

Na hipótese de se utilizar o método gráfico, faz-se um esboço, tão preciso quanto possível, de modo a se ter uma idéia de onde se encontra a raiz. A partir desse valor, outros métodos podem ser utilizados para se obter o resultado com uma precisão maior, se necessário. Um bom gráfico resolverá um grande número de problemas, por si só, nos surpreendendo, muitas vezes, por tornar muito claro o local da raiz procurada. No mínimo, será utilíssimo, como ponto inicial para a pesquisa da raiz por um método mais preciso.

Da mesma maneira, uma tabela da função pesquisada, nos indicará aproximadamente a posição da raiz, que se situará no intervalo em que a função muda de sinal, desde que a função seja contínua, nessa região.

Exemplo: calcular a raiz de cos(x) – x = 0.

Num primeiro momento, pode-se ficar em dúvida quanto à provável posição da raiz. Basta um simples esboço para que fique bem clara a posição aproximada da raiz. Para facilidade de esboço, vamos transformar a expressão cos(x) –x = 0 em cos(x) = x . Nesse caso é facílimo esboçar tanto cos(x) quanto x , e estimarmos a interseção das duas curvas.

Vejamos o gráfico abaixo:
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Observa-se, facilmente, que a interseção das curvas é, aproximadamente, em torno de x = 0,7 . Não preciso lembrar que estamos tomando, para cos(x) , o x em radianos.
Método da Bipartição

Esse método trata de aperfeiçoar a aproximação obtida a partir, por exemplo, do método gráfico ou do uso da tabela referida acima.

Tendo dois valores entre os quais se situa a raiz, isto é, dois pontos em que a função troca de sinais, sendo a função contínua, haverá entre esses pontos, necessariamente, uma raiz, isto, no mínimo uma raiz, pois pode haver mais de uma.

Acha-se o ponto médio desse intervalo e busca-se o sinal da função nesse ponto. Se a função, surpreendentemente, for zero, chega-se à raiz. O mais provável é que isso não ocorra, caso em que se busca o sinal da função nesse ponto médio, reduzindo-se à metade o intervalo em que a função muda de sinal, aproximando-nos, portanto, do valor da raiz.

Esse processo de divisão do intervalo ao meio é chamado de bipartição e permite chegar tão próximo da raiz quanto se queira, pela simples repetição do que foi descrito. Em cada iteração o intervalo é dividido por dois. Assim, em n iterações, o intervalo será dividido por 2n .

Esquematicamente, seja o intervalo (a , b) com f(a) . f(b) < 0 , o que garante que f(a) tem sinal contrário a f(b). Sendo f uma função contínua, haverá, no mínimo, uma raiz real entre a e b. Acha-se o ponto médio c = (a+b)/2 . Calcula-se f(c).

Se f(c) = 0 , teremos chegado à raiz.

Se f(c) . f(a) < 0 , a raiz estará entre a e c , caso contrário a raiz estará entre c e b.

No primeiro caso a raiz estará no intervalo (a,c). Dando a b o valor de c , isto é, alterando o valor de b, a raiz estará no novo intervalo (a,b).

Na segunda hipótese, a raiz estará no intervalo (c,b). Dando a a o valor de c, isto é, alterando o valor de a, a raiz estará no novo intervalo (a,b).

Em qualquer caso, depois da nova iteração, a raiz estará no novo intervalo (a,b), com amplitude a metade do anterior, diminuindo, portanto, a margem de erro pela metade. 

Exemplo: calcular a raiz de cos(x) – x = 0.

Já vimos, utilizando o método gráfico, que a raiz é aproximadamente, 0,7 . Vamos calcular com mais precisão.

Do mesmo gráfico, nota-se que, para x = 0 , cos(x) – x > 0 e que para x = 1 , cos(x) – x < 0 .

Assim, sendo cos(x) – x uma função contínua, haverá raiz real entre 0 e 1. No caso, o gráfico é claro, haverá uma só raiz.

Fazendo-se a = 0 e b = 1 , calcula-se o ponto médio c = (a+b) / 2 . Daí c = 0,5. 

Cos(0,5) – 0,5 = 0,378 > 0 . Logo f(a).f(c) > 0 e a raiz estará entre c e b . 

Dá-se a variável a o valor de c e a raiz fica entre a e b, recomeçando-se o processo.

O quadro a seguir indica a seqüência de valores obtidos na busca da raiz.
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Podemos admitir que a raiz é aproximadamente o ponto médio do intervalo (0,73828125 , 0,7421875), isto é: r ~ 0,740234375 . Podemos afirmar que o erro será sempre menor que a metade do intervalo, isto é erro < 0,001953125 .

Se o intervalo inicial era 1 , após 8 interações, o intervalo será 1/(28) e o erro máximo será a metade desse valor, isto é: 0,001953125 . Dessa forma, se o intervalo inicial é d e, em conseqüência, o erro inicial é < d/2 , após n iterações, o intervalo será d/2n e o erro < d/2n+1 . Assim, conhecido o intervalo inicial e o erro máximo admissível, pode-se calcular o número de iterações necessárias.
Iteração Linear

Quando se busca a raiz de f(x) = 0, está-se procurando o ponto em que a função f(x) corta o eixo x. O Método da Iteração Linear (MIL) transforma o problema, procurando isolar o x da função f, de modo a se ter x = g(x). A partir desse ponto, busca-se a interseção da reta x com a curva g(x).         

Dessa forma, o método transforma o problema de se encontrar uma raiz da equação f(x) = 0 na busca de se encontrar o ponto em que x = g(x).

Seja a equação f(x) = ex + x – 2 = 0 . Podemos isolar x , de f(x), de diferentes maneiras:

x = 2 – ex = g1(x)

ou

ex = 2 – x  , donde, x = ln(2 – x) = g2(x)

ou, somando x aos dois lados de f(x) = 0 

x = ex + 2x – 2 = g3(x)    etc...

O fundamental é que se resolvendo o problema x = g(x), ter-se-á resolvido o problema f(x) = 0 .

Os dois gráficos abaixo mostram a transformação de um problema no outro.
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Vejamos o que acontece numa equação do segundo grau:

f(x) = x2 – 5x + 6 = 0 .

Sabemos que 3 é raiz , pois f(3) = 32 – 5. 3 + 6 = 0 .

Isolando-se x temos: x = (x2 + 6)/5 = g(x) .

g(3) = (32 + 6)/5 = 3 . Assim, se f(3) = 0, tem-se que g(3) = 3.

Dessa forma se resolvermos x = g(x), teremos resolvido f(x) = 0.

A vantagem que se obtém, em alguns casos, é que se pode transformar a resolução do problema num processo iterativo, a partir de uma aproximação inicial que se tenha da raiz. 

Vamos supor que se sabe que a raiz está próxima a um valor x0. Calcula-se g(x0). Se g(x0) = x0, ter-se-á chegado à raiz.

O provável é que isso não ocorra e que g(x0) ¹ x0 . Nesse caso, g(x0) = x1 passa a ser o próximo valor a ser testado como raiz. O processo se repete fazendo-se xi+1 = g(xi).

Em determinadas condições, a seqüência x0 , x1 , x2 ... converge para a raiz r.

Vejamos um exemplo numérico.

Calcular a raiz de f(x) = ex + x –2 = 0

Fazendo a transformação ex = 2 – x , e fazendo os gráficos dessas duas funções, Vemos que a raiz está próxima a 0,5. Vamos tomar, portanto, 0,5 como nossa hipótese inicial para a raiz r. 
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x0 = 0,5 

Vamos transformar f(x) = 0 em x = g(x) . Isso pode ser feito de diferentes maneiras:

a) x = ln(2-x) = g1(x)

b) x = 2 – ex = g2(x)

c) x = ex + 2x – 2 = g3(x)

d) ....

Tomemos a primeira maneira: a) x = ln(2-x) = g1(x)

Calculemos g1(0,5) = ln(2 – 0,5) = ln(1,5) = 0.405465 ¹ 0,5

A nova aproximação para a raiz será x1 = 0.405465

g1(x1) = ln(2-0.405465) = ln(1,594535) = 0.466582 = x2 

g1(x2) = ln(2-0,466582) = ln((1,533418) = 0.427499 = x3
g1(x3) = 0.452667

g1(x4) = 0.436533

g1(x5) = 0.446906

g1(x6) = 0.440313

g1(x7) = 0.444485

...

A raiz converge para aproximadamente r = 0,44 
Tomemos, agora, a segunda maneira indicada acima, de se obter g(x).

b) x = 2 – ex = g2(x)

Partindo de 0,5 , nossa primeira estimativa, vamos procurar melhorá-la, a exemplo do que foi feito com g1(x).

g2(0,5) = 2 – e0,5 = 0.351279

g2(0.351279) = 0.579117

g2(0.579117) = 0.215539

g2(0.215539) = 0.75947

g2(0.75947) = -0.137144

g2(-0.137144) = 1.12816

.....

Não está convergindo para  a raiz 0,44 , e, sim, se afastando dela, ora pela direita, ora pela esquerda.

Logo o método nem sempre converge!

Esquematicamente, há quatro possibilidades, quando se busca a interseção de x com g(x), o que é mostrado abaixo.

Nos gráficos a e c há convergência, nos b e d não há convergência.

Observemos que em a, a derivada de g é positiva e menor que 1; em b a derivada é positiva e maior que 1; em c a derivada é negativa e maior que –1 e , finalmente, em d a derivada é negativa e menor que –1.

Dessa forma, vemos graficamente, que há convergência quando a derivada de g está entre –1 e +1.

Newton-Raphson 

Vimos no método de Iteração Linear que, dado f(x) = 0 , esta equação poderia ser transformada em x = g(x) e, daí,   ser desenvolvido um processo iterativo onde, dado x0, seriam calculados x1= g(x0), x2= g(x1) ...xi+1= g( xi ), na expectativa de que a seqüência convirja para a raiz r.

            Vimos, também, que há diferentes maneiras de se construir g(x), sendo que para alguns haverá convergência para a   raiz e para outros não convergirá.

            Além disso, a convergência dependerá do valor da derivada de g na região em torno da raiz, precisando ser, em módulo, menor que 1, para se ter convergência garantida para a raiz. Quanto mais próximo de zero, mais rápida será a convergência, pois cada novo erro será aproximadamente o valor do erro anterior multiplicado pela derivada de g na raiz.

            A idéia central no método de Newton-Raphson é a de escolher uma função g, tal que a derivada de g, na raiz que se está procurando, seja 0(zero). Assim teremos, não só garantia da convergência quanto convergência muito rápida.

            O método de Newton-Raphson é, também, conhecido como Método das Tangentes.

            A idéia é a de se tomar um valor de x, isto é, da variável independente,  como primeira estimativa da raiz. Com esse valor de x, calcula-se o valor da função que, provavelmente, não estará valendo zero, isto é, não se está na raiz. Desse ponto, traça-se a tangente à curva, buscando-se o ponto em que essa tangente corta o eixo de x. Esse novo valor de x deverá ser uma melhor  aproximação da raiz.

            A figura a seguir indica o processo a ser seguido.

            Vamos admitir que se pretenda calcular a raiz de ex - 2 cos(x) = 0. Pelo gráfico vemos que a raiz está próxima a 0,5. Vamos tomar como primeira aproximação um valor mal escolhido, qual seja x0  = 1,0 . Calculamos f(x0 ) = f(1) = 1,6377 .

Traçamos pelo ponto (1,0 , 1,6377) uma tangente à curva e toma-se o ponto onde a tangente corta o eixo de X como a nova aproximação, x1  , da raiz.  

Assim, x1 = 0,63 será a próxima aproximação, por onde será passada nova tangente, até se chegar a um valor que satisfaça quanto à precisão desejada. É bom observar que, aos poucos, havendo convergência, os valores começam a ficar muito próximos uns dos outros, praticamente se repetindo.
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Veja que tg(a) = f '(x0) é igual a f( x0  ) / (x0 - x1 ) . Daí, supondo  f '(x0) diferente de zero, tem-se que:

            x0 - x1 = f( x0  ) / f '(x0) . Assim, a nova estimativa  x1 =   x0 -  f( x0  ) / f '( x0)   

            Assim, para se calcular a raiz de f(x) = 0, a função g de iteração, escolhida, é a seguinte: x = g(x) = x - f(x)/f '(x) , onde se precisa garantir que f ' seja diferente de zero.

            Vamos calcular g ' (r). 

            g '(x) = 1 - ( f ' . f ' - f . f '' )/ (f ')2 = f . f '' / (f ')2 .

            Sendo f(r) = 0 , por definição, por se estar exatamente procurando a raiz r de f , e sendo f ' diferente de zero, tem-se que g ' (r) = 0. Dessa forma, sendo f ' diferente de zero, tem-se convergência garantida e rápida.

            Exemplo: calcular a raiz positiva de ex - 2 cos(x) = 0

            x = g(x) = x - (ex - 2 cos(x) / (ex + 2 sen(x)

            Pelo gráfico abaixo, vê-se que a raiz está próxima a 0,5 
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Partindo de x0 = 0,5 , calcula-se:

           x1  =   g(x0) = x0 - (exp( x0 )- 2 cos(x0) / (exp( x0 ) + 2 sen(x0)

           x1  =  0,540821

           x2  =   g(x1) = x1 - (exp( x1 ) - 2 cos(x1) / ( exp( x1 ) + 2 sen(x1)

           x2 = 0,539786

           x3 = 0,539785

           x4 = 0,539785

            Como se vê, chega-se rapidamente à raiz com seis decimais.

            No método de Newton-Raphson, a convergência não é linear, como no Método da Iteração Linear. A convergência é mais rápida, é quadrática. Assim, cada novo erro é proporcional ao quadrado do erro anterior.

            Vejamos por que.

            Pelo desenvolvimento em Série de Taylor, sabe-se que: 

            g(r+e) = g(r) + g'(r).e /2! + g''(r).e2 / 2! + g'''(r). e3 / 3! + ...
            Como se fez a transformação de f(x) = 0 para x = g(x) , onde g(r) = r e  xi+1 = g( xi ) , tem-se:

            xi = r + ei   , onde ei é o erro que se comete se considerarmos que xi = r 
            xi+1 = r + ei+1  , onde ei+1 é o erro que se comete se considerarmos que xi+1 = r 
            Temos que xi+1 = g( xi ) , onde xi = r + ei 
            Assim, g( xi ) = g(r + ei ) = g(r) + g'(r).ei + g''(r).ei2 / 2! + g'''(r). ei3 / 3! + ...
           Sendo f '(x) diferente de zero, vimos que g'(r) = 0 .
            Vamos admitir que estamos com erro pequeno, de forma que e3 possa ser desprezado em face de e2 
            Daí,  g( xi ) = g(r + ei ) ~ g(r) + g''(r).ei2 / 2!
            Lembrando que  g(r) = r  e  xi+1 = g( xi )
            xi+1 = r + g''(r).ei2 / 2!= r + ei+1 
            Logo: ei+1 = (g''(r)/ 2).ei2  = K . ei2  , com  convergência quadrática. 
Método da Secante

É muito semelhante ao Método de Newton, mas substitui o cálculo das derivadas pelo cálculo de uma razão incremental.
Geometricamente, corresponde a substituir o papel da tangente, no método de Newton, por uma secante (de onde vem o nome). 
É claro que isto significa que vamos precisar sempre de dois pontos para a determinar, o que implica que tenhamos que considerar duas iteradas iniciais, que designamos por x-1 e x0.
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De forma semelhante à que fizemos no método de Newton, calculando agora o ponto de intersecção da secante com o eixo das abcissas, obtemos a fórmula para xn+1, e o método da secante fica:
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Sistemas Lineares

Eliminação de Gauss

O método de eliminação de Gauss para solução de sistemas de equações lineares, também conhecido como escalonamento, baseia-se em três transformações elementares, a saber:

T1 - um sistema de equações não se altera, quando permutamos as posições de duas equações quaisquer do sistema. 
Exemplo: os sistemas de equações lineares
2x + 3y = 10
5x - 2y = 6 

5x - 2y = 6
2x + 3y = 10
são obviamente equivalentes, ou seja, possuem o mesmo conjunto solução. Observe que apenas mudamos a ordem de apresentação das equações. 

T2 - um sistema de equações não se altera, quando multiplicamos ambos os membros de qualquer uma das equações do sistema, por um número real não nulo. 

Exemplo: os sistemas de equações lineares
3x + 2y - z = 5
2x + y + z = 7
x - 2y + 3z = 1 

3x + 2y - z = 5
2x + y + z = 7
3x - 6y + 9z = 3
são obviamente equivalentes, pois a terceira equação foi multiplicada membro a membro por 3. 

T3: um sistema de equações lineares não se altera, quando substituímos uma equação qualquer por outra obtida a partir da adição membro a membro desta equação, com outra na qual foi aplicada a transformação T2. 

Exemplo: os sistemas
15x - 3y = 22
5x + 2y = 32 

15x - 3y = 22
...... - 9y = - 74 
são obviamente equivalentes (ou seja, possuem o mesmo conjunto solução), pois a segunda equação foi substituída pela adição da primeira equação, com a segunda multiplicada por ( -3 ). 

Vamos resolver, a título de exemplo, um sistema de equações lineares, pelo método de Gauss ou escalonamento. 

Seja o sistema de equações lineares:
. x + 3y - 2z = 3 .Equação 1 
2x . - .y + z = 12 Equação 2 
4x + 3y - 5z = 6 .Equação 3 

SOLUÇÃO:
1 - Aplicando a transformação T1, permutando as posições das equações 1 e 2, vem:
2x .-...y + z = 12
x ..+ 3y - 2z = 3
4x + 3y - 5z = 6 

2 - Multiplicando ambos os membros da equação 2, por (- 2) - uso da transformação T2 - somando o resultado obtido com a equação 1 e substituindo a equação 2 pelo resultado obtido - uso da transformação T3 - vem:
2x - ..y + z = 12
.....- 7y + 5z = 6
4x + 3y - 5z = 6 

3 - Multiplicando ambos os membros da equação 1 por (-2), somando o resultado obtido com a equação 3 e substituindo a equação 3 pela nova equação obtida, vem:
2x - ..y + ..z = ...12
.....- 7y + 5z = ....6
........5y - 7z = - 18 

4 - Multiplicando a segunda equação acima por 5 e a terceira por 7, vem:
2x -.....y + ....z =....12
.....- 35y +25z =... 30
.......35y - 49z = -126 

5 - Somando a segunda equação acima com a terceira, e substituindo a terceira pelo resultado obtido, vem:
2x - .....y + ....z = ..12
.....- 35y + 25z = ..30
...............- 24z = - 96 

6 - Do sistema acima, tiramos imediatamente que: z = (-96) / (-24) = 4, ou seja, z = 4.
Como conhecemos agora o valor de z, fica fácil achar os valores das outras incógnitas:
Teremos: - 35y + 25(4) = 30  y = 2.
Analogamente, substituindo os valores conhecidos de y e z na primeira equação acima, fica:
2x - 2 + 4 = 12  x = 5.
Portanto, x = 5, y = 2 e z = 4, constitui a solução do sistema dado. Podemos então escrever que o conjunto solução S do sistema dado, é o conjunto unitário formado por um terno ordenado (5,2,4) :
S = { (5, 2, 4) } 

Verificação: 

Substituindo os valores de x, y e z no sistema original, teremos:
5 + 3(2) - 2(4) = 3
2(5) - (2) + (4) = 12
4(5) + 3(2) - 5(4) = 6
o que comprova que o terno ordenado (5,4,3) é solução do sistema dado. 

Sobre a técnica de escalonamento utilizada para resolver o sistema dado, podemos observar que o nosso objetivo era escrever o sistema na forma
ax + by + cz = k1
dy + ez = k2
fz = k3
de modo a possibilitar achar o valor de z facilmente ( z = k3 / f ) e daí, por substituição, determinar y e x. Este é o caminho comum para qualquer sistema. 

É importante ressaltar que se em z = k3 / f , tivermos:
a) f  0 , o sistema é possível e determinado.
b) f = 0 e k3  0 , o sistema é impossível, ou seja, não possui solução, ou podemos
c) dizer também que o conjunto solução é vazio, ou seja: S =  .
d) f = 0 e k3 = 0 , o sistema é possível e indeterminado, isto é, possui um número infinito de soluções. 
Não podemos escrever uma regra geral para o escalonamento de um sistema de equações lineares, a não ser recomendar a correta e oportuna aplicação das transformações T1, T2 e T3 mostradas anteriormente. 

Podemos entretanto observar que o método de escalonamento consiste basicamente em eliminar a primeira incógnita a partir da segunda equação, eliminar a segunda incógnita em todas as equações a partir da terceira e assim sucessivamente, utilizando-se das transformações T1, T2 e T3 vistas acima. 

A prática, entretanto, será o fator determinante para a obtenção dos bons e esperados resultados. 
Fatoração LU

É muito comum ter-se que se resolver não um sistema A.x = B, e sim muitos sistemas onde só varia o lado direito B, mantida a matriz A. O método apresentado, Eliminação de Gauss, obrigaria a resolver tudo desde o início, para cada novo sistema. Um aperfeiçoamento desse método aproveita quase tudo o que já foi feito, permitindo que a solução de cada novo sistema, onde só variou o lado direito B, se dê rapidamente: é o método LU .

 Dado um sistema A.X = B, pode-se fatorar a matriz A no produto de duas matrizes L e U, sendo L uma matriz triangular inferior e U uma matriz triangular superior.

Entende-se por matriz triangular inferior uma matriz que tem todos os elementos acima da diagonal principal iguais a zero.

Entende-se por matriz triangular superior uma matriz que tem todos os elementos abaixo da diagonal principal iguais a zero.

O método LU fatora a matriz A no produto L.U .

Há diferentes maneiras de se fazer essa fatoração; uma delas admite que os elementos da diagonal da matriz L são todos iguais a 1 , calculando-se a partir daí, todos os demais elementos de L e de U.

A matriz U resultante será a mesma matriz obtida quando se triangularizou a matriz A no método de Eliminação de Gauss.

Assim, quando se resolve um sistema  A X = B , é muito comum que não se trate simplesmente da resolução de um sistema e sim de diversos sistemas onde só se altera o vetor B, mantida a matriz original A.

Na verdade o vetor B, em geral, representa a condição de carga da estrutura, ou do circuito elétrico, ou das condições de contorno do problema a ser resolvido.

Durante o Método de Eliminação, para se eliminar a variável xj da linha i usava-se a transformação Li – aij / ajj Lj ou Li - mijLj , onde mij = aij/ajj .

Observe que mij é uma constante que multiplica a linha j para subtraí-la da linha i, eliminando dessa a variável xj .

Chamemos de A(0) a matriz original A do sistema A.X = B. Seja M (0) a matriz abaixo, formada pelos multiplicadores que eliminam a variável x1 das linhas dois em diante.
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 onde m21 = a21 / a11   e   m31 = a31 / a11 .

 Ao multiplicarmos M (0) por A (0) obtemos A (1), onde a variável x1 já foi eliminada da segunda linha em diante. 

 Assim: M (0) . A (0) = A (1)
 Seja M (1) a matriz formada pelos  multiplicadores que eliminam a variável x2 da terceira linha em diante.
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onde m* 32 = a* 32 / a* 22 .

 

Ao multiplicarmos M (1) por por A (1) obtemos A (2) , onde a variável x2 já foi eliminada da terceira linha em diante.

Assim: M (1) . A (1) = A (2) 

Admitindo-se um sistema de terceira ordem, três equações a três incógnitas, a matriz A (2) já estará triangularizada.

 A (2) = M (1).A (1) = M (1) . M (0) . A (0)
 Repetindo, onde A (0) é a matriz original e A (2) a matriz triangularizada.

 A (0) = (M (1).M (0))-1 . A (2) 
porém,  

 (M (1).M (0))-1 = (M(0) )-1.(M(1))-1 
 Logo A(0) =  (M(0) )-1. (M(1))-1 . A(2)
Sendo 
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tem-se que 
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Isso pode ser verificado pois M(0) . (M(0) )-1 = I , onde I é a matriz identidade.

 Da mesma forma, sendo
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 O que pode ser verificado pois M(1) . (M(1) )-1 = I , onde I é a matriz identidade.

 Como    A(0) =  (M(0) )-1. (M(1))-1 . A(2) , tem-se que a matriz original A(0) vale:

 

[image: image15.png]1 0 0Y1 0 0
A9=Im, 1 0lj0 1 0[4®
my, 0 10 m, 1




Logo,
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 e U = A(2) isto é, a matriz triangularizada. 
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onde o * indica que a22 , a23 e a33 não são os originais da matriz A.

Assim, conseguiu-se fator a matriz original A no produto de duas matrizes triangulares L e U , sendo L uma triangular inferior (lower) e U uma triangular superior (upper).

 Repare que o fatorar A em L.U não dá mais trabalho que o método de Eliminação de Gauss em si, pois os multiplicadores mij são subproduto do próprio método.

 A grande vantagem de se ter fatorado a matriz A é que, uma vez calculados L e U, pode-se resolver o sistema A . x = B transformando-se A em L.U e resolvendo-se dois sistemas triangulares, ou seja:

 A . X = B \L . U . X = B , 

 e fazendo-se U . X = Y , tem-se:

 L . Y = B , sistema triangular de fácil solução, o que permite o cálculo imediato de Y.

Tendo-se Y e sabendo-se que U . X = Y , calcula-se X também com um sistema triangular, repito, de fácil e imediata solução.

 Dessa forma, uma vez fatorado A em L . U , dado B calcula-se X pela resolução de dois sistemas triangulares, ou seja:

 L . Y = B   e        U . X = Y .

 No caso tão comum de se ter de calcular a solução de muitos sistemas A.X=B, uma vez fatorado A em L . U , basta tomar cada B e se calcular a solução resolvendo-se dois simples sistemas triangulares.

Havendo, portanto, vários sistemas a serem calculados para uma mesma matriz A e para diferentes B , o melhor caminho é fatorar A em L . U e resolver L . U . X = B.

 Vejamos a solução do problema já dado anteriormente.

5,0 x1 + 1,0 x2 – 2,0 x3 = 10
3,0 x1 – 9,4 x2 + 1,8 x3 = 22
1,0 x1 + 2,2 x2 + 4,6 x3 = 10 
Inicialmente esquece-se do valor de B e trata-se de fatorar A.
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Usando-se o cálculo já feito para o método de Eliminação de Gauss, tem-se:
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 Se multiplicarmos L por U obteremos a matriz original A.

 Para resolver o sistema A . X = B , dado um certo valor para o vetor B, segue-se o seguinte caminho:

 A . X = B \L . U . X = B 

fazendo-se U . X = Y , tem-se : L . Y = B

Logo: 
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 Logo: Y1 = 10 , Y2 = 16  e Y3 = 11,2
 Como U . X = Y , tem-se:
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Daí, X3 = 2,0  ,  X2 = -1,0   e  X1 = 3,0
Se mudássemos o valor do vetor B, tão comum nos problemas práticos, bastaria resolver os dois sistemas triangulares, pois a matriz A já está fatorada em L . U.

Jacobi

No método iterativo de Jacobi, busca-se isolar em cada equação uma variável e aplicar-se a todas elas a aproximação inicial proposta, no caso (0,0,0...0), chegando-se a outra aproximação, que se espera seja melhor que a anterior. Assim, isola-se x1 na primeira equação, x2 na segunda, ..., xn na enésima equação.
 x1=f1(x2,x3,...,xn)

x2=f2(x1,x3,...,xn)

.................

xn=fn(x1,x2,..,xn-1)

 Em seguida aplica-se no lado direito a proposta inicial (0,0,0...0) e chega-se a nova aproximação que será o ponto de partida da iteração seguinte.

Repetindo, este método chama-se Método Iterativo de Jacobi.

 Vejamos um caso concreto.

Resolver o sistema abaixo pelo método de Jacobi. 

 10 x1 +  2 x2 –  3 x3 +  2 x4 =  32

 2 x1 – 15 x2 +  3 x3 –  2 x4 = -59

 1 x1 –  3 x2 + 20 x3 +  2 x4 = -38

 2 x1 +  2 x2 –  1 x3 + 30 x4 = 160

 Primeiramente, isola-se, em cada equação, uma variável.

 x1 = (32 – 2 x2 + 3 x3 – 2 x4)/10

x2 = (-59 - 2 x1 –3 x3 + 2 x4)/(-15)

x3 = (-38 – 1 x1 + 3 x2 –2 x4)/20

x4 = (160 – 2 x1 – 2 x2 + 1 x3)/30

 Admitindo-se como ponto de partida o vetor (0,0,0,0)T, aplica-se esse conjunto de valores às quatro equações dadas, buscando melhorar essa estimativa inicial. Com isso calculam-se os novos valores das variáveis.

 Sendo x2 = 0 , x3 = 0 e x4 = 0 , o novo valor de x1 será x1 = 32/10 = 3,2

Sendo x1 = 0 , x3 = 0 e x4 = 0 , o novo valor de x2 será x2 = -59/(-15) = 3,933..

Sendo x1 = 0 , x2 = 0 e x4 = 0 , o novo valor de x3 será x3 = -38/20 = -1,9

Sendo x1 = 0 , x2 = 0 e x3 = 0 , o novo valor de x4 será x4 = 160/30 = 5,333...

 Chegamos assim a uma nova estimativa do valor do vetor X, ou seja

(3,2 , 3,933... , 1,9 , 5,333...)T . Repetindo-se as operações anteriores com esses novos valores prosseguimos na busca da solução do sistema linear dado.

 (0,0,0,0) à (3,2 , 3,933... , 1,9 , 5,333...) à (0,78 , 3,27 , -2,00 , 4,79) à 

(0,99 , 3,00 , -1,93 , 5,00) à (1,02 , 3,01 , -2,00 , 5,00) à 

(1,00 , 3,00 , -2,00 , 5,00) à (1,00 , 3,00 , -2,00 , 5,00)

 Assim a solução do sistema de equações é :

 x1 = 1,00    x2 = 3,00     x3 = -2,00    x4 = 5,00

Gauss-Seidel

O método de Gauss-Seidel é uma variante do anterior, onde se busca acelerar a solução. Para tanto, aplica-se a aproximação inicial ao cálculo de x1, isto é: x1=f1(0,0...0) e em seguida já se utiliza esse novo valor de x1 no cálculo de x2, isto é: x2=f2(x1,0..0) e assim por diante. Em princípio esse método tende a convergir mais rápido que o de Jacobi, havendo casos em que isso não ocorre por compensação de erros.
 Vejamos o mesmo exemplo anterior sendo resolvido pelo método de Gauss-Seidel.

 Resolver o sistema abaixo pelo método de Gauss-Seidel 

 10 x1 +  2 x2 –  3 x3 +  2 x4 =  32

 2 x1 – 15 x2 +  3 x3 –  2 x4 = -59

 1 x1 –  3 x2 + 20 x3 +  2 x4 = -38

 2 x1 +  2 x2 –  1 x3 + 30 x4 = 160

 Isola-se, da mesma maneira, em cada equação, uma variável.

 x1 = (32 – 2 x2 + 3 x3 – 2 x4)/10

x2 = (-59 - 2 x1 –3 x3 + 2 x4)/(-15)

x3 = (-38 – 1 x1 + 3 x2 –2 x4)/20

x4 = (160 – 2 x1 – 2 x2 + 1 x3)/30

 Sendo (0,0,0,0)T o ponto de partida, calcula-se x1 neste ponto.

x1 = (32 – 0 + 0 – 0) / 10 = 3,2

Já se usa este valor de x1 no cálculo de x2, isto é:

x2 = (-59 – 2 x 3,2 + 0 – 0)/(-15) = 4,36

x3 = (-38 – 3,2 + 3 x 4,36 –0)/20 = -1,41

x4 = (160 – 2 x 3,2 – 2 x 4,36 + (-1,41))/30 = 4,78

 Chegamos ao valor (3,2 , 4,36 , -1,41 , 4,78)T
Daí a seqüência de valores:

(0,0,0,0) à (3,2 , 4,36 , -1,41 , 4,78) à (0,95 , 3,14 , -1,95 , 5,00) à
(0,99 , 3,01 , -2,00 , 5,00) à (1,00 , 3,00 , -2,00 , 5,00) 

(1,00 , 3,00 , -2,00, 5,00)

 Como vimos houve convergência para a solução.

Devemos repetir as iterações até que os valores comecem praticamente a se repetir, sinal de que já chegamos aos valores desejados.

Interpolação e Ajustamento de Curvas

Forma de Lagrange

Seja a tabela abaixo:
	 X
	x0
	x1
	x2
	x3

	Y
	y0
	y1
	y2
	y3


Deseja-se passar um polinômio de grau 3, pelos 4 pontos tabelados. O método de Lagrange constrói 4 polinômios auxiliares do terceiro grau:

· L0(x) , L1(x) , L2(x) e L3(x), onde:

· L0(x) vale zero nos pontos x1 , x2 , x3 e vale 1 no ponto x0 .

· L1(x) vale zero nos pontos x0 , x2 , x3 e vale 1 no ponto x1 .

· L2(x) vale zero nos pontos x0 , x1 , x3 e vale 1 no ponto x2 .

· L3(x) vale zero nos pontos x0 , x1 , x2 e vale 1 no ponto x3 .

Como serão esses quatro polinômios ?

Vejamos:
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 Repare que em L0 , no numerador aparece (x-x1)(x-x2)(x-x3), logo, para

x = x1,  x = x2 e x = x3 , o polinômio vale zero. Para x = x0 , o numerador é igual ao denominador e o polinômio vale 1. Afirmação semelhante pode ser feita para L1 , L2 e L3 . Assim, fica imediata a construção de L0 , L1 , L2 e L3.

O polinômio interpolante (de Lagrange)  será:

P(x) = y0 L0(x) + y1 L1(x) + y2 L2(x) + y3 L3(x)

pois:

P(x0) = y0 L0(x0) + y1 L1(x0) + y2 L2(x0) + y3 L3(x0) = y0
pois: L0(x0) = 1     L1(x0) = 0    L2(x0) = 0 e L3(x0) = 0 , por construção.

Da mesma forma, P(x1) = y1 , P(x2) = y2 e P(x3) = y3 .

Logo o polinômio passa pelos pontos tabelados, sendo o polinômio interpolante, pois a solução é única; isto é, há um único polinômio de grau menor ou igual a três que passa nos quatro pontos tabelados.

O polinômio P(x) sendo formado pela soma de quatro polinômios do terceiro grau será necessariamente de grau menor ou igual a três.
Integração Numérica 

Método dos Trapézios

Nesse método, dada a função a ser integrada, divide-se o intervalo de integração (a,b) em n partes iguais, sendo a amplitude h de cada intervalo igual a         h = ( b-a ) / n 
Constrói-se a tabela de n+1 pontos (xi , yi ), i variando de 0 a n, onde xi começa em a, valor inferior de X, indo até b, valor superior de X, e yi corresponde a f(xi).

Tem-se, assim, n intervalos e n + 1 pontos.

Ligam-se, por segmentos de reta, os pontos (x​i , yi) a (x​i+1 , yi+1), obtendo-se n trapézios.

A soma das áreas dos n trapézios será aproximadamente a área sob a curva, isto é, entre a curva e o eixo das abscissas (X).

Sendo assim, a soma das áreas dos trapézios nos dará uma aproximação da integral definida entre a e b.

Quanto maior o valor de n, isto é, o número de trapézios, melhor será a aproximação do valor da integral calculada.

.....

Pela figura acima, vê-se que a área de cada trapézio é dada por: 

Ai = h.(yi + yi+1)/2 , isto é, altura vezes a base média.
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 a área total será dada por: 

A = h (y0 + y1)/2 + h(y1 + y2)/2 + ... + h(yn-1 + yn)/2

A = h . ( y0/2 + S1n-1 yi + yn/2)
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Vejamos um exemplo cujo resultado seja conhecido, para podermos analisar a aproximação, isto é, o erro ocorrido no cálculo da integral.

Sabemos que esta integral vale e –1 = 1,7182818284590...

Vamos calculá-la numericamente, trabalhando com 3 casas decimais.. 

Tomemos n = 2 como sendo o número de divisões do intervalo [0 , 1].

Assim, h = (1-0)/2 = 0,5 .

Vamos construir a tabela (x,y).

	x
	0
	0,5
	1,0

	y = ex
	1,000
	1,649
	2,718


 I » A = 0,5 (1,000/2 + 1,649 + 2,718/2) = 1,754

Como já sabemos o valor exato da integral, o que não acontecerá normalmente, podemos calcular o erro cometido:

e = 1,718 – 1,754 = - 0,036

O erro negativo está indicando que a área calculada pelo Método dos Trapézios é maior que o valor da integral. (figura a seguir)

...

Isso já era esperado, pois a concavidade da curva é para cima, o que faz com que a área dos trapézios sejam maiores que os valores das áreas sob a curva. 

Assim, quando f” (x) > 0, isto é, concavidade para cima, a área calculada pelo Método dos Trapézios é maior que o valor da integral.

Por outro lado, se f” (x) < 0, isto é, concavidade para baixo, a área calculada pelo Método dos Trapézios é menor que o valor da integral. (referência ao lado)

De fato, pode-se demonstrar, veja bibliografia anexa, que o erro cometido quando se calcula uma integral pelo Método dos Trapézios é dada por:

e = I – A = - (b-a) h2 f ”(ε)/12 , onde   a < ε < b .

Sendo h = (b-a) / n , pode-se escrever o erro como sendo:

e = - (b-a)3 . f ”(ε) / (12.n2)

 Em geral, estamos interessado na ordem de grandeza do valor absoluto do erro e não se ele é positivo ou negativo. Assim,

| e | = (b-a) . h2 . |f ”(ε)|/12 ou (b-a) . |f ”(ε)| / (12.n2)

 Estimando-se o maior valor que |f ”(ε)| pode ter no intervalo (a,b), pode-se obter o maior valor que o erro pode ter, estimando-se, assim, a precisão do cálculo da integral. 

 Cota Superior do Erro é esse valor que o erro não ultrapassa, em módulo.

 Quando nos referirmos a erro, e, estaremos nos referindo ao seu valor absoluto, a menos que indicado. 

Vejamos o cálculo do maior erro possível, no exemplo recém calculado.

f(x) = ex , donde f ’(x) = ex  e f  ”(x) = ex .

No intervalo (0,1), podemos afirmar que eε < e = 2,7183 .

Logo o erro será inferior a: 

e < (1-0).0,52. 2,7183/12 = 0,057

De fato, o erro é inferior, como já vimos: e ~ 0,036 . A razão de a estimativa ter sido maior é a de que tomou-se, como segunda derivada, o maior valor possível, que era o do final do intervalo (0,1).

Vamos repetir o cálculo dessa mesma integral anterior, tomando-se n = 4, isto é, dobrando-se o valor de n e obtendo-se, logicamente, um valor mais aproximado da integral, com erro menor.

	x
	0
	0,25
	0,5
	0,75
	1,0

	y = ex
	1,000
	1,284
	1,649
	2,117
	2,718


I » A = 0,25 (1,000/2 + 1,284 + 1,649 + 2,117 + 2,718/2) = 1,727

Nesse caso, o erro será:

e = 1,718 – 1,727 = - 0,009

Veja que, dobrando-se o n, o erro caiu cerca de 4 vezes, o que era de se esperar, pois o erro é, aproximadamente, inversamente proporcional ao quadrado de n.

O aproximadamente deve-se a que, na expressão do erro aparece um ε que está entre a e b, mas que varia quando n se altera, não ficando necessariamente constante.

Daí poder-se afirmar que o erro é aproximadamente proporcional ao inverso do quadrado de n.
Método de Simpson
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No Método de Simpson, ou Método das Parábolas, divide-se o intervalo de integração (a,b) em n partes iguais, sendo n par.

Constrói-se a tabela dos pontos n+1 pontos (xi , yi ), onde x0 = a e xn = b.

	X
	x0 = a
	x1
	x2
	...
	xn-1
	xn = b

	Y
	y0 
	y1
	y2
	...
	yn-1
	yn


Traça-se, por cada dois intervalos consecutivos, isto é cada três pontos, uma parábola (segundo grau). Acha-se a integral de cada parábola, admitindo-se que essa integral seja uma boa aproximação da integral da função original. Haverá, assim, n/2 parábolas.

Somando-se as integrais dessas n/2 parábolas, tem-se uma aproximação da integral da função.

Tomemos os dois primeiros intervalos (x0 , x1) e (x1 , x2). Tem-se a tabela a seguir:

	X
	x0
	x1
	x2

	Y
	y0
	y1
	y2


onde: x1 – x0 = h   e        x2 – x1 = h.

Vamos construir a parábola (do segundo grau) que passa pelos três pontos dados e, em seguir, vamos integrar essa parábola, achando a área entre a curva e o eixo de X.

Claro que essa área não se altera se deslocamos o eixo de Y para a posição x = x1 . Figura abaixo:

...

Ficamos com a tabela:

	X
	-h
	0
	+h

	Y
	y0
	y1
	y2


 Seja Y = A X2 + B X + C a parábola que passa pelos três pontos dados.

 y0 = A (-h)2 + B (-h) + C = A.h2 – B.h + C

y1 = A (02) + B(0) + C = C

y2 = A (h)2 + B (h) + C = A.h2 + B.h + C

(equações 1)
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Calculemos a integral da parábola de –h a +h.

I1 = 2Ah3/3 + 2Ch = (2Ah2 + 6C) h/3 = (2Ah2 + 2C + 4C ) h/3

Porém, das equações 1 acima, somado-se a primeira com a terceira, tem-se: 

y0 + y2 = 2Ah2 + 2C       

da segunda equação, tem-se: y1 = C

Logo: I1 = (y0 + 4 y1 + y2 ) h/3 = h/3 (y0 + 4 y1 + y2 ) 

Esta é uma fórmula simples que permite calcular a integral da parábola que passa pelos 3 pontos 

	X
	-h
	0
	+h

	Y
	y0
	y1
	y2
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Se tomarmos esses 3 pontos e deslocarmos o eixo de y, paralelamente, a área sob a parábola não se altera, isto é, a integral da parábola não muda.

Assim, dados três pontos 

	X
	x0
	x1
	x2

	Y
	y0
	y1
	y2


onde: x1 – x0 = h   e        x2 – x1 = h, tem-se:
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Voltando-se à tabela total original, tem-se:

	X
	x0 = a
	x1
	x2
	...
	xn-1
	xn = b

	Y
	y0 
	y1
	y2
	...
	yn-1
	yn
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Esta é a fórmula de Simpson para cálculo de integral definida.

Como exemplo, vamos calcular a integral abaixo:
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Tomemos n = 2. O intervalo h vale h = (1-0)/2 = 0,5

	X
	0,00000
	0,50000
	1,00000

	Y = ex
	1,00000
	1,64872
	2,71828
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O erro vale portanto: e = 1,71828 – 1,71886 = -0,00058
Tomemos agora n = 4, com h = (1-0)/4 = 0,25

	X
	0,000000
	0,250000
	0,500000
	0,750000
	1,000000

	Y
	1,000000
	1,284025
	1,648721
	2,117000
	2,718282
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Erro = - 0,000037

De fato, pode-se demonstrar, veja bibliografia anexa, que o erro cometido quando se calcula uma integral pelo Método de Simpson é dada por:

e = I – A = - (b-a) h4 fiv(ε)/180 , onde   a < ε < b .

Sendo h = (b-a) / n , pode-se escrever o erro como sendo:

e = - (b-a)5 . fiv(ε) /(180 n4).

Calculemos, para n=2, o maior erro, em módulo, possível: 

fiv (x) = ex logo fiv (ε) = exp(ε) < e1 = 2,72

|e|  < (1-0)5.2,72/(180.24) =0,00095 , maior que 0,00058 que foi o erro encontrado.

Para n = 4, tem-se:

|e|  < (1-0)5.2,72/(180.44) = 0,000059 , maior que 0,000037, erro encontrado.

De novo, é bom frisar que o erro estimado, a cota superior do erro, é maior que o erro real, pois no cálculo do erro deve-se prever sempre o pior caso, de modo que o erro estimado fica maior que o erro real, em geral desconhecido.

Observa-se, ainda, que o erro com n = 4 é aproximadamente o erro com n = 2, dividido por 16, pois o erro no método de Simpson é aproximadamente proporcional ao inverso de n4. Assim, dobrando-se n o erro cai 24 = 16 vezes, aproximadamente.

Resolução Numérica de Equações Diferenciais Ordinárias

Método da Série de Taylor

Seja a equação diferencial de 1a ordem:

dy/dx = x+y

y(0) = 1

Já sabemos que a solução analítica é: y = 2ex –x –1

Vamos ignorar esse fato e resolver a equação diferencial numericamente, usando o desenvolvimento em Série de Taylor.

Já vimos que, pelo desenvolvimento em Série de Taylor, 

y(x0 + h) = y(x0) + y’ (x0).h + y’’(x0).h2/2!+ y’’’(x0).h3/3! + ....

Para resolver a equação diferencial, vamos construir uma tabela (X,Y):

	X
	X0
	X1
	X2
	...
	Xn

	Y
	Y0
	Y1
	Y2
	...
	Yn


onde (X0 , Y0 ) é dado.

Resolver a equação será estimar os valores dos restantes pontos (Xi , Yi).

Assim toma-se x1 = x0 + h , onde h = ∆x .

Vamos estimar y1 = y(x1) = y(x0+h) pelo desenvolvimento em Série de Taylor.

y(x0 + h) = y(x0) + y’ (x0).h + y’’(x0).h2/2!+ y’’’(x0).h3/3! + ....

y’ é conhecido, por ser a própria equação diferencial dada,

y’ = dy/dx = x+y

y’’(x) = dy’(x)/dx = d/dx (x+y) = 1 + dy/dx = 1 + x + y

y’’’(x) = dy’’(x)/dx = d/dx (1+x+y) = 1 + dy/dx = 1 + x + y = y’’ 

yiv(x) = y’’’(x) 

…

Nesse caso particular, sendo y’(x) = x+y e (x0 , y0 ) = (0 , 1), tem-se:

y(0 + h) = y(0) + y’ (0).h + y’’(0).h2/2!+ y’’’(0).h3/3! + ....

Tomado-se  h = 0,1 , tem-se:

y(0 + 0,1) = y(0) + y’ (0).0,1 + y’’(0).0,122! + y’’’(0).0,13/3! + ....

y’ (0) = 0+1=1

y’’(0) = 1+0+1 = 2

y’’’(0) = 2
yiv(0) = 2 ...

y(0,1) = 1 + 0,1 + 2 * 0,01 / 2 + 2 * 0,001 / 6 + 2 * 0,0001 / 24 + ...

Parando-se na quarta derivada, tem-se:

y(0,1) = 1,11034166666...

O valor exato é: y(0,1) = 2.e0,1 – 0,1 – 1 =  1,11034183616 ...

O erro está na sétima casa decimal.

Nesse caso a solução foi simples pois, a partir da segunda derivada,

yi+1 (x) = yi (x).

Num caso mais geral, isso não acontece.

Tomemos um caso geral:

dy/dx = f(x,y) , com condição inicial (x0 , y0 ).

y(x0 + h) = y(x0) + y’ (x0).h + y’’(x0).h2/2!+ y’’’(x0).h3/3! + ....

y’(x) = f(x,y)

Para achar a segunda derivada de y, é preciso derivar f(x,y) em relação a x. Porém, trata-se de uma derivação de função implícita, pois y é função de x.

y’’(x) = d/dx f(x) = fx + fy . dy/dx = fx + fy . f

onde fx é a derivada parcial de f em relação a x e fy é a derivada parcial de f em relação a y.

Lembremo-nos que fx e fx são, também, funções de x e y; assim:

y’’(x) = d/dx f(x) = fx (x,y) + fy(x,y) . f(x,y)

Para calcular a terceira derivada, é preciso derivar, em relação a x, y’’(x).

y’’’(x) = d/dx (fx + fy . f) = fxx + fxy.f + f(fyx+fyy.f) + fy(fx + fy.f) 

Imaginemos o cálculo da quarta derivada!!!

Dessa forma, vê-se que a dificuldade de se aplicar o desenvolvimento em Taylor, para resolver equações diferenciais, passa pela dificuldade em calcular as derivadas de ordem superior.
Método de Euler

Trata-se de resolver a equação diferencial y’(x) = dy/dx = f(x,y) , passando pelo ponto (x0 , y0).

O Método de Euler corresponde ao Método de Taylor, parando-se na primeira derivada.

No desenvolvimento em Taylor, tem-se:

y(x0 + h) = y(x0) + y’ (x0).h + y’’(x0).h2/2!+ y’’’(x0).h3/3! + ....

No Método de Euler, toma-se: y(x0 + h) ( y(x0) + y’ (x0).h

Lembrando-se que y’(x) é a própria equação diferencial, tem-se:

y1 = y(x1) = y(x0 + h) ( y(x0) + f(x0 ,y0) . h

Em seguida, são calculados os demais valores da tabela (x,y).

y2 = y(x1+h) = y1 + f(x1 ,y1) . h

.....

yi+1 = y(xi+h) = yi + f(xi ,yi) . h

Seja a equação diferencial dy/dx = y, passando pelo ponto (1,e), 
onde e = 2,718284590... base dos logaritmos neperianos.

Sabemos que a solução exata é : y = ex 

Vamos estimar, por Euler, o  valor em x = 1,5.
y(1,5) = y(1,0)  + y’(1,0).0,5 = 2,718 + 2,718 * 0,5 = 4,077

O valor exato, com três casas decimais, é: e1,5 = 4,482

No gráfico acima, vemos que o Método de Euler segue a tangente a curva, passando pelo ponto (x0,y0) , com inclinação y’(x0), que no caso particular vale exo = exp(x0) = e1 = 2,718.

O Método de Euler está levando a um valor abaixo do verdadeiro valor.

4,077 ( 4,482

O erro tão grande deve-se a se ter tomado um h = 0,5, bastante grande diante dos valores com que se está trabalhando.

Tivéssemos tomado um h = 0,1 e o erro seria bem inferior.

Por Euler, y(1,1) = y(1,0)  + y’(1,0).0,1 = 2,718 + 2,718 * 0,1 = 2,9898

E o valor exato é: 3,0042 , com quatro casas decimais.

Comentário sobre o Método de Euler

Seja a equação diferencial já vista anteriormente:

dy/dx = y, passando pelo ponto y(1) = e = 2,718284590...

Vimos que:

y(1,5) = y(1,0)  + y’(1,0).0,5 = 2,718 + 2,718 * 0,5 = 4,077

Esse valor é abaixo do verdadeiro valor: y(1,5) = 4,482.

O valor encontrado é inferior ao valor verdadeiro, porque se partiu do ponto dado, (1,e), tomou-se a tangente à curva e chegou-se a (1,5 , 4,077), não levando em conta que a derivada estava aumentando, na solução exata.

Daí chegar-se a um valor inferior ao correto.

Quero enfatizar que não se considerou a variação da derivada primeira, não se considerou a derivada segunda.

Fosse a derivada primeira constante, isto é, derivada segunda nula, a solução por Euler seria exata, pois a curva solução seria uma reta, coincidindo com a tangente.

De fato, o Método de Euler segue o Método de Taylor, mas se limita à primeira derivada, ignorando da segunda derivada em diante.

O Método de Runge-Kutta de segunda ordem, ou Euler Melhorado, leva em conta a variação da primeira derivada e, com isso, melhora a previsão que faz dos valores da função y(x).
Métodos de Runge-Kutta
 Runge-Kutta de segunda ordem

Trata-se de um aprimoramento do Método de Euler, onde se vai considerar que a derivada não ficou constante no intervalo (x0 , x1 ).

Vamos resolver a equação diferencial dy/dx = y’(x) = f(x,y), passando pelo ponto (x0,y0).

Da mesma forma que no Método de Euler, vamos partir do ponto dado, (x0,y0), e buscar estimar o ponto y1 = y(x1) = y(x0+h).

Assim calcula-se a derivada no ponto (x0,y0):

R1 = f(x0,y0), que é a inclinação da tangente à curva no ponto (x0,y0).

Em seguida estima-se y1E , valor de y no final do intervalo [x0 , x0+h], seguindo pela tangente à curva, isto é, com inclinação R1.

y1E = y0 + R1*h

Calcula-se, em seguida, a derivada no final do intervalo [x,x+h], isto é:

R2 = f(x0 + h , y1E) = f(x1,y1E)

Calcula-se a derivada média, isto é, a média aritmética entre a derivada no início do intervalo (R1) e a derivada no final do intervalo (R2).

R = (R1 + R2) / 2

Com essa derivada média, parte-se do ponto (x0,y0) e chega-se a uma estimativa de (x1,y1):

y1 = y(x1) = y0 + R * h

Da mesma maneira calcula-se, em seguida, os valores y2 , y3 , ...yi .

R1 = f(xi,yi)


yiE = yi + R1*h

R2 = f(xi+1,yiE)

R = (R1+R2)/2

yi+1 = yi + R*h

Runge-Kutta de Quarta Ordem

Como vimos, o Método de Euler estima o valor de y1, partindo de y0 e seguindo a tangente à curva no ponto (x0 , y0). Nesse ponto, a inclinação da tangente é o valor da derivada no ponto (x0 , y0), isto é, a derivada no início do intervalo [x0 , x1].

Assim, R = f(x0,y0)  e  y1 = y0 + R*h
No Método de Runge-Kutta de Segunda Ordem, leva-se em conta que a derivada pode variar no intervalo [x0,x1], isto é, considera-se que a segunda derivada pode não ser nula e, assim, a primeira derivada pode variar.

Para levar em conta essa variação, calcula-se a derivada ( R1 = f(x0,y0)  )  no início do intervalo [x0,x1]; em seguida estima-se o valor de y no final do intervalo (y1E = y0 + R1*h), como no Método de Euler; usa-se esse valor para se estimar a derivada no final do intervalo [x0,x1] (R2 = f(x1,y1E))   e acha-se a média entre a derivada no início do intervalo (R1) e a derivada no final do intervalo (R2), isto é: R = (R1 + R2)/2 .

Com essa derivada média, estima-se y1, partindo-se de y0, com essa inclinação média.

y1 = y0 + Rh

No Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem, faz-se um estudo mais minucioso da primeira derivada no intervalo [x0,x1], estimando-se seu valor no início do intervalo (R1), estimando-se seu valor, duas vezes no meio do intervalo [x0,x1] (R2, R3) e estimando-se, também, seu valor no final desse intervalo (R4).

Com essas quatro estimativas, acha-se a média ponderada dos quatro valores da derivada (R), dando peso dois aos valores da derivada no meio do intervalo [x0,x1]: R = (R1 + 2R2 +2R3 +R4)/6
Em seguida, estima-se o valor de y1 , partindo-se de y0 com a inclinação média calculada: y1 = y0 + R*h.
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